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Доказаны существование и единственность решения задачи Дарбу. Построено реше-
ние задачи Дарбу в терминах функции, аналогичной функции Римана-Адамара.
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Задача Дарбу для гиперболического уравнения второго порядка с двумя незави-
симымипеременнымирассматриваласьмногими авторами.Можно указать работы
[1, с. 228–233], [2]–[7].
Здесь изучается существование и единственность решения задачи Дарбу, а так-
же вопрос о построении соответствующейфункцииРимана-Адамара для уравнения
Бианки третьего порядка
ux y z +
1∑
i=0
1∑
j=0
1∑
k=0
i+ j+k<3
ai j k (x, y, z)uxi y j zk = f (x, y, z), (1)
которое рассмотрено, например, в работах [8]–[13]. При этом в [9], [11] рассмотрены
постановки задач типа Дарбу для некоторых частных случаев уравнения Бианки.
Определим класс функций C (k,l ,m) следующим образом: функция u ∈ C (k1,k2,k3),
если существуют непрерывные производные ∂
r1+r2+r3u
∂xr1∂yr2∂zr3
(ri = 0, . . . ,ki ). Решение
класса C (1,1,1) назовем регулярным. Пусть D — область, ограниченная плоскостями
x = 0, y = 0, y = y0 > 0, z = x, z = z0 > 0. Считаем, что коэффициенты уравнения (1)
удовлетворяют условиям гладкости ai j k ∈C (i , j ,k)(D). Обозначим через X , Y , T грани
D при x = 0, y = 0, z = x соответственно.
Задача Дарбу. В области D найти регулярное решение уравнения (1), удовлетво-
ряющее граничным условиям
u|X =ϕ1(y, z), u|Y =ϕ2(x, z), u|T =ψ(x, y),
ϕ1(y,0)=ψ(0, y), ϕ2(x, x)=ψ(x,0), ϕ1(0, z)=ϕ2(0, z),
ϕ1 ∈C (1,1)(X ), ϕ2 ∈C (1,1)(Y ), ψ ∈C (1,1)(T ).
(2)
С использованием известную формулу решения задачи Гурса для уравнения Би-
анки [12, с. 28] как представление произвольного регулярного решения уравнения
(1), получено интегральное уравнение Вольтерры второго рода для определения
условия Гурсаu(x, y, z0), из существования и единственности решения которого сле-
дует существование и единственность решения задачи Дарбу (1)–(2).
Задача Гурса. Найти в параллелепипеде G = {x1 < x < x2, y1 < y < y2, z1 < z < z2}
регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям
u|X =ϕ1(y, z), u|Y =ϕ2(x, z), u|Z =ϕ3(x, y),
ϕ1(y, z1)=ϕ3(x1, y), ϕ2(x, z1)=ϕ3(x, y1), ϕ1(x1, z)=ϕ2(x1, z),
ϕ1 ∈C (1,1)(X1), ϕ2 ∈C (1,1)(Y1), ϕ3 ∈C (1,1)(Z1).
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Здесь X1, Y1, Z1 — грани G при x = x1, y = y1, z = z1.
Решение задачи Гурса существует и единственно [12, с. 25–26].
Кратко опишем построение формулы решения задачи Гурса [8], [12, с. 28]. Рас-
смотрим интегральное уравнение
v(x, y, z)−
ˆ z
ζ
a110(x, y,γ)v(x, y,γ)dγ−
−
ˆ x
ξ
a011(α, y, z)v(α, y, z)dα−
ˆ y
η
a101(x,β, z)v(x,β, z)dβ+
+
ˆ y
η
ˆ z
ζ
a100(x,β,γ)v(x,β,γ)dγdβ+
ˆ x
ξ
ˆ z
ζ
a010(α, y,γ)v(α, y,γ)dγdα+
+
ˆ x
ξ
ˆ y
η
a001(α,β, z)v(α,β, z)dβdα−
−
ˆ x
ξ
ˆ y
η
ˆ z
ζ
a000(α,β,γ)v(α,β,γ)dγdβdα= 1. (3)
Решение v указанного уравнения существует и единственно, это решение называют
функцией Римана для (1) [8], [9]. Очевидно, v зависит от ξ, η, ζ. Если нужно подчерк-
нуть эту зависимость, пишут v =R(x, y, z,ξ,η,ζ).
Непосредственным вычислением можно убедиться в справедливости тождества
(uR)x y z ≡RL(u)+ ([Rz −a110R]u)x y + ([Rx −a011R]u)y z+
+ ([Ry −a101R]u)xz − ([Ry z − (a110R)y − (a101R)z +a100R]u)x−
− ([Rxz − (a110R)x − (a011R)z +a010R]u)y − ([Rx y − (a011R)y − (a101R)x +a001R]u)z , (4)
где ai j k зависят от (x, y, z), R =R(x, y, z,ξ,η,ζ)—функция Римана, а u(x, y, z)—любая
функция из C (1,1,1).
Введем обозначения
A100 =Rx −a011R, A010 =Ry −a101R, A001 =Rz −a110R,
A110 =Rx y − (a011R)y − (a101R)x +a001R,
A101 =Rxz − (a110R)x − (a011R)z +a010R,
A011 =Ry z − (a110R)y − (a101R)z +a100R.
Путем дифференцирования уравнения (3) нетрудно убедиться в справедливости
тождеств
A100 ≡ 0 при y = η, z = ζ; A010 ≡ 0 при x = ξ, z = ζ;
A001 ≡ 0 при x = ξ, y = η; A110 ≡ 0 при z = ζ;
A101 ≡ 0 при y = η; A011 ≡ 0 при x = ξ.
(5)
Считая в тождестве (4) функцию u(x, y, z) решением уравнения (1), меняя ролями
переменные (x,ξ), (y,η), (z,ζ) и вычисляя затем тройной интеграл по ξ, η, ζ в преде-
лах x1 < ξ< x, y1 < η< y , z1 < ζ< z с учетом (5), получим
u(x, y, z)=R(x, y, z1)ϕ3(x, y)+R(x, y1, z)ϕ2(x, z)+
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+R(x1, y, z)ϕ1(y, z)−R(x, y1, z1)ϕ3(x, y1)−
−R(x1, y, z1)ϕ3(x1, y)−R(x1, y1, z)ϕ2(x1, z)+R(x1, y1, z1)ϕ1(y1, z1)+
+
ˆ x
x1
[A100(α, y1, z1)ϕ3(α, y1)− A100(α, y, z1)ϕ3(α, y)− A100(α, y1, z)ϕ2(α, z)]dα+
+
ˆ y
y1
[A010(x1,β, y1)ϕ3(x1,β)− A010(x,β, z1)ϕ3(x,β)− A010(x1,β, z)ϕ1(β, z)]dβ+
+
ˆ z
z1
[A001(x1, y1,γ)ϕ2(y1,γ)− A001(x, y1,γ)ϕ2(x,γ)− A001(x1, y,γ)ϕ1(y,γ)]dγ+
+
ˆ x
x1
ˆ y
y1
A110(α,β, z1)ϕ3(α,β)dβdα+
ˆ x
x1
ˆ z
z1
A101(α, y0,γ)ϕ2(α,γ)dγdα+
+
ˆ y
y1
ˆ z
z1
A011(x1,β,γ)ϕ1(β,γ)dγdβ+ (6)
+
ˆ x
x1
ˆ y
y1
ˆ z
z1
R(α,β,γ) f (α,β,γ)dγdβdα.
Здесь у R, Ai j k указана только первая тройка аргументов, вторая всегда есть (x, y, z).
Докажем теперь существование и единственность решения задачи Дарбу путем
ее редукции к задаче Гурса в области D: найти регулярное решение уравнения (1) в
D по условиям на плоскостях x = 0, y = 0, z = z0. Для этого по данным задачи Дарбу
надо однозначно определить недостающее условие задачи Гурса, то есть функцию
u(x, y, z0).
Положим в формуле (6) x1 = 0, y1 = 0, z1 = z0, z = x. Тогда левая часть формулы (6)
u(x, y, z) обращается в ψ(x, y), а сама формула (6) записывается в виде
R(x, y, z0)u(x, y, z0)−
ˆ x
0
A100(α, y, z0)u(α, y, z0)dα−
−
ˆ y
0
A010(x,β, z0)u(x,β, z0)dβ+
ˆ x
0
ˆ y
0
A110(α,β, z0)u(α,β, z0)dβdα= F, (7)
где правая часть F — известная функция (выражающаяся через ϕ1(y, z), ϕ2(x, z)).
Уравнение (7)—интегральное уравнение Вольтерры второго рода, решение которо-
го u(x, y, z0) существует и единственно [12, с. 20–25]. Действительно, из интеграль-
ного уравнения (3) для функции Римана следует
R(x, y, z, x, y,ζ)= exp
(ˆ z
ζ
a110(x, y,γ)dγ
)
> 0.
Таким образом, задача Дарбу однозначно редуцируется к задаче Гурса, то есть ре-
шение задачи Дарбу существует и единственно.
Далее построена формула решения задачи Дарбу для произвольного уравнения
(1) в терминах функции, аналогичной функции Римана-Адамара [7].
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THE DARBOUX PROBLEM FOR THE BIANCHI EQUATION OF THIRD ORDER
A.N. Mironov
We prove existence and uniqueness of solutions of the Darboux problem. We construct a solution of
the problem in terms of an analog of the Riemann-Hadamard function.
Keywords: Bianchi equation, Darboux problem, Riemann-Hadamard function.
